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IL PROBLEMA DI CAUCHY 


Vari autori hanno considerato il problema di Cauchy per operatori 
con parte principale iperbolica e.coefficienti hòlderiani in t e di classe di 
Gevrey in xeR", provandone la buona positura in opportuni spazi di Gevrey di 
funzioni ed ultradistribuzioni. I primi risultati in questa direzione sono 
stati ottenuti in [C. De G.S.] e [C.J.S.] per operatori del secondo ordine 
con coefficienti hòlderiani dipendenti solo da t, sono stati estesi in [N] ad 
operatori con coefficienti dipendenti anche da x e recentemente ad operatori 
di ordine superiore in [0.T.]. 

Il risultato che riguarda più da vicino la presente esposizione è 


i] seguente teorema. 
Teorema 1. [C. De G.S.], [N]. Consideriamo il problema di Cauchy 


P(t,x3D, 3 D, )u(t,x) = f(t,x) 


(C.P.) 
j Ò du 
Diu(0,x) 9;(%) j=0,1 
n 2 Di 
in [0,T] x R, per P(t,x3D 3 D, = x” L% jlt x)D xD +b(t,x)D, + 
x i.d=1! È 9) 
= E BE e Ra 
+ La c(t,x)D, + d(t,x), Di = 7 e IA 
i=l1 i Il i i 
Assumiamo le seguenti ipotesi: 
(R.) a... b,c.,deC(10,T]; 66°) (p") 
x ij? 9 i? E] 9 x 
.(t,x)-a..(5,x) laica 2 
eng ; 
0<I yx<1: E G (R,) uniformemente per (t,s) [O,T]", t=s. 
(t-s)* 
3 2 
(S.H) D_ a;;(t,0)e, 6 ole] (520) 


î.,j=1 


(M.P.) io. 


(0) 


Allora se denotiamo con V 


lo spazio delle funzioni Gevrey AGLITUS o lo spa 


zio di ultradistribuzioni al) (R") vale la seguente affermazione: 


(i) VI? € vl9), vfec(10,71;vi9))a una ed una sola vecé(10,11;vt°)) so- 
luzione di (C.P.). 


Vale inoltre il seguente risultato di ottimalità per l'ipotesi (WP): 


(ii) Wodl, OKWy<1, tali che o>(1-x)  3a(t) eC9*([0,T]),a(t)2 c>0 ed 
39?9€ 6° (R) tali che il problema 
2 2 a 
(DÈ - alt)DÈ)u(t,x) = 0 
DÎu(0,x) = 9,(x) 
t ? j 


non ha soluzioni in c°(10,t_ 136.18) vie (0,T]. 


In tutti i lavori citati, tranne [0.T.], i risultati sono stati ot- 
tenuti coì metodo delle stime dell'energia della soluzione. In [0.T.] viene co- 
struita una parametrice per il problema di Cauchy con metodi che si ispirano a 
quelli usati in [B]. 

La propagazione delle singolarità Gevrey della soluzione non è sta- 
ta trattata dagli autori sopra citati; infatti questo aspetto del problema di 
Cauchy iperbolico in classi di Gevrey è generalmente studiato per operatori 
con coefficienti in 6°) (1o,t]x R7)» cioè egualmente regoalti in t ed x, si ve 
dano ad esempio [W].[Mz].{T],[M.T.]. Volendo trattare operatori con coefficien 
ti irregolari in t, la prima cosa da verificare è se il fronte d'onda spazia- 
le w_(u(%,*)) della soluzione u ad un tempo fissato E possa risentire o meno 


delle singolarità rispetto a t dei coefficienti in istanti precedenti È, Tra 


XI-5. 


mite esempi si vede che la risposta è affermativa. In figura è rappresentato 


l'insieme sing-supp u(t,°) per u(t,x) soluzione di 


2 _ :- pt 
(21-99, + b(t)a,)u(t,x) = 0 in Ri x R, 
u(0,x) = 0 


9 u(0,x) = (xx) 


+ ; - 
con b(t)EC(RÌ ), sing-supp b = torti! 


F : sing-supp ult) tot VET) 


In [C] si trova la discussione di una classe di questi esempi e 
vengono stimate esattamente le interferenze tra singolarità in t dei coefficien 


ti e singolarità in x della soluzione. 


XI - 6. 
RISULTATI PRINCIPALI 


Introduciamo alcune classi di simboli di ordine finito simili a 
quelle considerate in [T] e [MT] e una classe di simboli di ordine infinito 


simile a quella studiata in [CZ]. 


Definizione. Sia o>1, ue [1,0]. Diremo che un simbolo a(x,&) è 


._ M0 
in S"*°?4 se vale 


[D£DEa(x,)s calel+181 1g 19<e glo] per |z|>B]o|° + Bo 


con costanti A20, B20, B_>0, C20, <E> = tal 
Diremo che appartiene ad R° se 
o 8 181,0 1/0 
[D,D,a(x,5)| sCA'8! exp(-h<>) ©) per |El>B, 


conc = 0, Az0, h>O, B >O. 
a lo) 


Diremo che appartiene alla classe S°*9>0 se Yedo 
[0epta(x,0)] s c_ale1+18 1 va19<0>" I lexp(eco/9) per |e|>B|a]°+8, 


con A, B, B, Îndipendenti da e. 
Inoltre per 0<x<1, C*([0,T};5"°"!) denota lo spazio degli a(t,x,€) 
tali che alt,x,€) EC([0,T];S">9>M) li 


- 2 
alt,xE)-a(sx3E) e s">9?! uniformemente in (t,s)e [0,T] , ts, 
(t-s)* 


e per 4 insieme aperto di 10,T],r(9)(g ;sM>9>1) denota lo spazio degli a(t,x,&) 


tali che YKc.9,K compatto, vale 


XI-7. 


ION] F.AP TT i 


tp, per tek, 


|e|>B]a]®#B, con A,B,B, îndipendenti da K. Infine rl0)(5;5"*9>i) denota lo 
spazio degli a(t,x,&) tali che WKcJ compatto e Ve>0 si ha 


anB 


ID{DeDlalt,xse)]s Cc, alel+181+1v] 11919y19<e8 "191 explecer!!9) 


per t€K, le|>B]a]®#8, con A,B,B, indipendenti da K ed e. 


Quando B=0 nelle precedenti definizioni scriveremo $">°*! ed 


Yeah tn luogo di gMsosh gg g°s0ol. 


Possiamo ora enunciare i risultati principali di questa esposizione. 
Teorema 2. Il problema di Cauchy 


P(t,x;D 3 D_ )u(t,x) = f(t,x) 
(C.P.) 
î j 
Du(0,x) = g;(*) 3 95051 


2 


; n a 
in [O,T] x R, per P(t,x5D, 30) = D, 


+ ato D_ )D tan (tx, D+ (tx, )D + 
+ b(t,x,D,) + cglt0D,) nelle ipotesi seguenti 
(RI, ajftaceectto,m; 8991) , j= 1,2 


x 


bi(t,x,t), c;(t,x,t) €C([0,T]; vi 39,1, 


(S.H.), ita (t,xseletaz(t,xtst)=(1-A,(t,%,8))(1-27(t,%56)) con i;(t,xst) reali, 


aj(t,x,E) ECMLO,TI; $1:9»1) tali che la (to )az(to6e) >elel 


per le|>B, 


può essere ricondotto al seguente problema per un sistema 


L(t,x;D, DU = F(t,x) 
(C.P.). 
U(0,x) = G(x) 


Aj(t3x,D,) 0 C]j(t%,D,) C]glt,x;D,) 


0 Xp(t,x,D,) cog(t,x,D,) 


con c;; € C([0,T]; g(1-x) 021) 


Se a;ab 30; € rl0)(g gd»021) allora c;;£ rl0)(.g ;g(1-4) 3010) per JI aperto di 
[O,T]. 
Teorema 3. Consideriamo il problema di Cauchy 
L(t,x5D_3D_JU(t,x) = F(t,x) 
(C.P.)c 
U(0,x) = G(x) 
i (t33D,) 0 cjlt3x3D,) C]glt3x;D,) 
per L = D, - + _ 
0 Ap(t,x,D,) cgj(tax;D,) CogltsX;D,) 
Assumiamo che valga una delle due seguenti alternative 
(1), x (tax,8) e ap(t,x3E) reali e della forma i (tx,E)=a(t)u;(x,8) 


Xp(t,x3t) Fr o(t)un(x,t) con a(t)=c>0, a € C([0,T]), 


sO 1 


js, ES omogenei tali che 


XI-9. 
{u319} = a(uj-4p) 


con {uu} = vl” Vp2 - v,l2” Voi s a costante ; 


(1), a (tx3E) e ap(t,x,E) reali e della forma i (toxsE)=a, (t)u(x,E) 


ap (tx, E)sap(t)u(x,8) con a 309€ C(LO,T]), a (t)-a,(t)2c>0, 


1,0,1 
res ?°?%, nu omogeneo. 
Assumiamo inoltre 


(SH), Ta(tosE)-ag(to6e)la slel per |E|>B, 


(R) A 5 


Ri ai plage MESI (UNIT salle eri ail 


con 0<q<1 , 4 aperto di [0,T] ; 
-l 
(W.P.)_ 1<KoKq ". 


Allora se F(t,x) e C(10,T156°.(g")) e G(x) e6l°)"(p") per la soluzione U(t,x) 
di (C.P.)_ vale 


WF_(U(t,")) c U ri(9) 


v=0 


con gli insiemi rs) definiti come segue: 


IMG {punti finali delle traiettorie di passo v con diramazioni 


in [0,TI\#}°". 


XI-10. 


Una traiettoria di passo v con diramazioni in t]atga ot € [O,T]\I_, 
Vv 


tet ata at at 40 è una curva continua (x(t),E(t)) che in ciascun interval- 


lo [theta] per h=1,...,v+1 risolve le equazioni 


dl de _ 
di VA; (t,X,E) ? di Da) 


VÀ, 
E dh XJ 


dla 9 he {1,2}, ih Fia? 


con punto iniziale (y,n)e WF_(G) per 1=0. 


traiettoria di passo 2 


T*(g") 


Col teorema 2 si riottengono i risultati di buona positura enun- 
ciati nel teorema 1. Per mezzo del teorema 3 otteniamo stime del fronte d'on 
da MF_(u(t,*))UWF (D,u(t,*)) della soluzione di (C.P.), e della sua deriva- 
ta se le radici caratteristiche di P soddisfano le ipotesi (S.H.), ed una tra 
(1), e (1), Infatti se (C.P.)_ è il problema derivato da (C.P.), tramite il 
teorema 2, si ha H_(G)=UF (gue (9) e MF_(U(t,*))=WF (u(t,*)) WF (D.u(t,*)). 
Il risultato di propagazione qui stabilito si applica ad operatori differenzia- 


li strettamente iperbolici con parte principale del tipo 


n 


2 
Di colt) ) 


i,j=1 LT 
e soddisfacenti le ipotesi (R)» (S.H.), (W.P.) del teorema 1; come JI sceglie- 
remo il più grande insieme aperto di [0,T] tale che i coefficienti di P sono 
in QSUEZINE 

Osserviamo che nel caso #= [0,T] il risultato del teorema 3 si 
riduce alle ben note stime del fronte d'onda della soluzione per un operato- 


re differenziale con caratteristiche di molteplicità costante e coefficienti 


XI-11. 


di classe di Gevrey in (t,x). 

Discutiamo ora il significato geometrico delle ipotesi (1); ed (1), 
Innanzitutto diremo equivalenti due traiettorie che abbiano lo stesso punto 
iniziale e lo stesso punto finale. Se vale una delle due alternative (1), Co) 


(I), allora si ha il seguente risultato: 


Proposizione 4. Esiste una funzione A(t) di classe cl con la sua 


inversa tale che ogni traiettoria di passo 1 nell'intervallo [t *th-1l con 


h+t1 
punto di diramazione th [th+1?th-1] è equivalente alla traiettoria di passo 1 


e punto di diramazione ti = AAT )-A(t,)+A(t,_)) per la quale gli indici 


h+1 
ih e iht1 sono scambiati rispetto alla traiettoria considerata. 


La 
bi Lendl zie . 
si x 
4 uaar E 
), 1 
t_ lbescessse N," 
Det 


(1,9) (4) 


(9) 


T*(R") ST T*R) 


Così ogni traiettoria di passo £ e punti di diramazione 


t e [t 


thothe1® 000? h+g-1 st_4)\I è equivalente ad una traiettoria di passo 1 


ht 
ia È % ialn 
e punto di diramazione t, € Lrltnee:th-1) dove l'insieme Ilve” th-1) è 
completamente caratterizzato da JI, thag? t-1 € dalla funzione A. Se 


0 


Ft)=U F(0,t) allora la tesi del teorema 3 può essere riscritta in modo 
v=l 


equivalente come segue: 


MF_(U(t,*))c [{punti finali delle traiettorie di passo 1 con punto 
di diramazione in #(t) e punto iniziale in 
WF_(G)} {punti finali di traiettorie di passo zero con pun 


to iniziale in WF_(6) 190". 


XI- 12. 


Sid TU) T*(R°) 


Non daremo qui la dimostrazione del teorema 2 che può essere ot- 
tenuta con opportuni regolarizzanti dei simboli A e Ur) usando argomenti simi- 
li a quelli di [I]. 

La dimostrazione del teorema 3 fa uso di una parametrice de] pro- 
blema (C.P.)_ rappresentata per mezzo di operatori integrali di Fourier con 
ampiezze in s°>%>° costruite col metodo delle equazioni del trasporto. In 


quanto segue esporremo le idee principali di questa costruzione. 


Prodotto di fasi 


Per $(t,5) e d,(t,5) soluzioni delle equazioni eiconali 


rea = ;(t,4,9,6;) 
j=1,2 

baia 

$;(s s) E 


definiamo il prodotto 9; j(t:t5) delle fasi d;(t,t,) e $;(t,»5) come la so- 


luzione della equazione 


XI-13. 
2,9; ;(tst,.5p08) = a; (t,x,9,8; ;) ; dt, ès, 
è; jlt1:t125) = $;(t:5). 
Le proprietà che useremo sono le seguenti (si vedano [K] e [T]): 
(1) 4; (t,5,5) = g;(t,5) >. 6; j(tat:5) = 6,(t,5). 


(2) La trasformazione canonica generata da 6. . 


Li 


(x,E) S Ti j(t»t,»8:(Yan)) definita da 


L'A Ve; j(t>t 85) » E. = v,9; j(t>t,:55%n) 
è quella che ad (y,n) fa corrispondere il punto finale della traiettoria 
(x(t),E(t)) di passo 1 in [s,t] con punto di diramazione ti tet at,ato55, pun 
to iniziale (y,n), che risolve 


dx RE “20 
L° VA (tpGE): = VA;(TE) su {tto} 


da _. me 
dr Vili): dr VAfTAE) su [to,t,l. 


(3) Se tat.a%) = (x(t,),E(t,)) è il valore per tt) della traiettoria di cui 
al punto (2) allora ah risolve l'equazione 


1_ > I 
= V9;(tat,5%n ) 


P. = v,d;(t, 85% 0) . con (x,n) come parametro e vale 


XI-14. 
Lora id 1 
è; j(t:t;»55%n) è, (tt, pn )ax en +o;(t,355x sn). 


1A € 1. E 
4 d «- «tetra E As ska cÀ. 9% » . 
(4) tag ti s) x;(t, x';n) x; (t; x .n ) 


Se assumiamo una delle ipotesi (1), e (I); possiamo inoltre prova- 


re con argomenti simili a quelli di [M]: 
* = 
(5) è; jlt:t7:5) è; i(t>t,:5) 


con ti = A°.(A(S)-ACt,HA(t)) ed A la funzione introdotta nella proposizione 4. 


La proprietà (2) chiarisce come si propaga il fronte d'onda di una 
ultradistribuzione sotto l'azione di un operatore integrale di Fourier con fa- 
se %;.j omogenea. 

Per mezzo di (1), (2) e (4) possiamo provare il seguente teorema 


con successive integrazioni per parti. 


Teorema 5. Assumiamo l'ipotesi (S.H.). per A e 0 omogenee. 


t 
Consideriamo E(t,s) -f F(t,t.s)dt, dove F(t,t,,5) è un operatore integra- 
S 


le di Fourier con fase 9, j(t>t,:5) ed ampiezza f(t,t,,5) e C(Is,t]: SE?9?*) 


nrl9?(4(s,t):S"?""). s(s,t) aperto di [s,t]. Vale allora per ge 60) (R7) 
HF_(E9)c [{punti finali traiettorie di passo zero su [s,t] e punto iniziale in 


HF_(OPULME) 5 0E)=T, (tt avan), tt) (am) ME (MO! 


Equazioni del trasporto 


Assumiamo qui tutte le ipotesi del teorema (3) per il problema ivi 


considerato. Vogliamo costruire una € (t,s) tale che 


XI-15. 
L& (t,5) = operatore o-regolarizzante 
€(s,s) = I (matrice identità di ordine 2). 


Esattamente come in [CZ] possiamo costruire E;(t,5) parametrice di 
D.- 135%; »s j=1,2, rappresentata come n operatore integrale di Fourier con 
kx è; (t,s) ed apre e; (t,s)e C([0, ne 3 S°*°*%) data come sviluppo asinto- 


tico è) e; Le Cia dai il metodo delle equazioni del trasporto. (Si veda 
20 


anche [CM] per il caso x;70). 


Cerchiamo poi la &(t,s) sotto la forma stabilita a priori: 


n st it 
E (t,5) +] F,(t,t,,s)dt, fra, 


E(t,5) = 


t È 
J 6, (t,t,,)dt, E,(t,5)* / o,(t,t,s)dt, 


dove F;(t,t,,5) è un F.I.0. con fase è, 2(t:t,:5) sa ded32 


G;(t,t,,5) è un F.I.0. con fase 0, 16t:t»5) s ja 152. 


Le rispettive ampiezze verranno determinate come sviluppi asinto- 
sie è eSsT,T 
tici in 5 *: 


f(t,t pd fi (atri +» Gatte dit) 
L j 1 j 1 
420 Iz0 


Ricordiamo che per i risultati provati in [CZ], la composizione di un operato- 


(*) Si rimanda a [CZ] per la definizione precisa di sviluppo asintotico in 
g°°30 da) . 


XI-16. 


re pseudo differenziale con simbolo pl(x,8) € FA 


e di un F.I.0. con fase 
1,0, ° CI 

ò eS'*°*%ed ampiezza pi(x.e)e 5°:>à data mod. operatori o-regolarizzanti, da 

un F.1.0. con la medesima fase $ ed ampiezza q(x,t) e S?9?° per la quale vale 


lo sviluppo 


q(x,E) i q;(E), 
j20 


-1 al, » 2 
= I 
q;08) Da) I CRA CRZO IATA) 
1 


dove URICHAA) = il v,olyto(x-y),E)de. 
0 


Ricordiamo inoltre che un simbolo di S°?°**con sviluppo asintotico 
nullo è nella classe R° e che ogni F.I.0. con ampiezze in R° è un operatore 
o-regolrizzante. Facendo agire L su é(t,s) e tenuto conto delle proprietà (1) 


e (5) di pag. 13 e 14, arriviamo così a considerare le seguenti equazioni del 


trasporto: 
Lg 
D,f; + 2_ap(t,t,,5)0, f; + aj(t,t,:5)f; + b,(t,t,.5)09j=0 
mu 2 
D.9j* L ap(tst,:5)D, gjtan(t.t,.5)gjtb_(t,t,.5)0fi=0 s $31,2; 
(TO) h=1 h 


bad N Lea = 
fi (t,3t,35)50, folt,3t:5) eg(t,35).9;(t]>t,:5)) 


LV è na 
7 e(t,35).g5(t,:t,:5) 0 


Xi-1f. 
L Li 1 L L L L 
D,f;* 2_ap(t,t,,5)0, 5; +a(t,t,,5)f;+0,(t,t,,5)09; = ri(t,t,,5) 
L Lo 2 A Ri L Ri 
(T,) D9;* Do apltst,,5)D, 9;*92(t,t,,5)9;*bp(t,t,,5)0F; = sj(t,t,,5) 


L gl A a 
gj(t»t»5) = f;(t,3t,.5) 0, j=1,2, £ 21. 


Qui l'operatore 0 è definito da oh(t,t,,5) = h(t,ti,5)2t;t}7. con tf come în (5) 


2 di 0,030 3. a 30309 
n ec(io.TI % S dia 399» sb € C([O,T] iS b (o eq 


come in (W.P.)_)> i simboli pa ed s; sono determinati univocamente da L e da 


a pag. 14, ar, a 


fi gs con 0sksg-1 e costituiscono i termini di quattro sviluppî asintotici 


Let, Vst, j=1,2, in C(10,T]3;st°°9). 
220 J 220 J 


Infine in (T) i simboli €;(t,5) GI c1o,T}f;s">9»9) sono determinati 


da e;(t,5) e dai termini di L. Vale il seguente: 


Teorema 6. Le soluzioni dei problemi (TO) e VELI per 2=1,2,..., 


esistono e definiscono lo sviluppo asintotico di ampiezze in 
3. 3030 (0) x 9090 
C([O,T] 35 )Nr (I(s.t);S ) 


dove J (s.t) è il complementare di #(s,t) = U F(sst); F(sst), come a 
v=1 


pag.14, denota l'insieme dei punti di diramazione delle traiettorie di passo 
1 su [s,t] che si ottengono semplificando le traiettorie di passo v con dirama 
zioni in [s,t]\/ a traiettorie equivalenti. 

Il teorema 3 può così essere provato tramite la proposizione 4, 


i teoremi 5 e 6. 


XI- 18. 
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